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ANOTACE BAKÁLÁěSKÉ PRÁCE 
BċLÍK, R. Dynamika mechanismu prĤmyslové praþky: bakaláĜská práce. Ostrava: VŠB – 
Technická univerzita Ostrava, Fakulta strojní, Katedra mechaniky, 2011, 38 s. 
Vedoucí práce: Podešva, J. 
BakaláĜská práce se zabývá dynamikou mechanismu prĤmyslové praþky FS115. Cílem 
práce je urþení dynamických vlastností vyvozených zatČžující silou. V úvodu je struþné 
popsána historie vzniku praþky jako nástroje. Další kapitola obsahuje popis jednotlivých 
þástí mechanismu zkoumané praþky. Následující kapitola se zabývá matematickým 
modelem dynamické úlohy, je zde popsána teorie nutná k pochopení zkoumaného 
problému a její aplikace na jednouchý pĜíklad. PĜevedení geometrického modelu na model 
konenþoprvkový je popsáno v samostatné kapitole. NáslednČ jsem pomocí programu 
ANSYS provedl modální a harmonickou analýzu s popisem jednotlivých výsledkĤ tČchto 
analýz.  
ANNOTATION OF BACHELOR THESIS 
BċLÍK, R. The Dynamics of the Mechanism of the Washing Machine: Bachelor Thesis. 
Ostrava: VŠB – Technical University of Ostrava, Faculty of Mechanical Engineering, 
Department of Mechanical, 2011, 38 p. Thesis head: Podešva, J. 
Bachelor thesis is dealing with the dynamics of the mechanism of the washing 
machine FS115. The introduction describes a history of the washing machine as a tool. 
Next chapter contains descriptions of the mechanism of the studied machine. Other 
chapter deals with the mathematical model of the dynamic task, theory which is necessary 
for understanding this problem and its application on simple example is described in this 
chapter. Transferring of the geometric model to finite-element model is described in 
separate chapter. Then I made a modal and harmonic analysis by ANSYS software with a 
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Seznam použitých znaþek a symbolĤ 
 
ax, ay [m/s2] Zrychlení 
A, B, C [-] Koeficienty 
B [-] Matice tlumení 
e [m] Excentricita 
fi [Hz] Frekvence 
Fai [N] Budicí síla harmonického kmitání 
FDi [N] Direkþní síla 
K [N/m] Matice tuhosti 
ki [N/m] Tuhost pružiny 
M [kg] Matice hmotnosti 
m  [kg] Hmotnost 
n [ot/min] Otáþky 
q,u [m] Posunutí  
r [m] Sloupcový vektor posunutí 
ua [m] Amplituda harmonického kmitání 
V [-] Modální matice 
Į [-] Koeficient vnČjšího tlumení 
ȕ [-] Koeficient vnitĜního tlumení 
ǻli [mm] Prodloužení pružiny 
Ȝ [s-2] Substituce 
ȟ [-] PomČrný útlum 
ʌ [-] Ludolfovo þíslo 
Ȧ [s-1] Budící kruhová frekvence 
ȍ [s-1] Vlastní kruhová frekvence 





Obr. 1.1 – nástroj pro 
drhnutí  
Obr. 1.2 – nástroj pro 
míchání a ždímání 
Obr. 1.3 – reklama na praþku  
1. Úvod 
V minulosti bylo praní prádla þistČ záležitost žen. Den, známý jako modré pondČlí byl 
mezi ženami obávaný. Název skrýval víc než jen používaní modĜidla v oplachové vodČ, 
ale symbolizoval také dĜinu spojenou s praním. Proces zaþínal už v nedČli, kdy ženy tĜídily 
špinavé prádlo a poté jej nechali pĜes noc namoþené v teplé vodČ, což vyžadovalo topení 
a její nošení od vodního zdroje. Následující den ráno zaþalo 
samotné praní, bylo tĜeba znovu pĜinést a ohĜát vodu. Ženy 
poté prádlo tĜely a drhnuly, aby se zbavily špíny na obleþení. 
Tato práce vystavovala ruce vysokým teplotám a také úþinku 
žíravých látek (louh, vápno,...). Na závČr se do oplachové 
vody nasypalo modĜidlo které mČlo neutralizovat žloutnutí 
prádla zpĤsobné mýdlem. V dalším kroku, bylo prádlo 
rozvČšeno na prádelní šĖĤry kvĤli sušení. Další den 
následovalo škrobení a žehlení onoho vypraného prádla.  
V 90. letech 18. století docházelo k postupné mechanizaci 
praní prádla. Byly vynalezeny první zaĜízení, které nahrazovaly 
nČkteré kroky v procesu praní a to drhnutí, míchání þi ždímání 
a lze je vidČt na obrázcích. ZaĜízení na obr. 1.1 sloužilo 
k drhnutí prádla, kdežto zaĜízení na obr. 1.2 bylo urþeno 
k míchání a následnému ždímání. Tyto zaĜízení stále 
potĜebovaly teplou vodu a hnací sílu, což byly ruce žen. 
Zaþátkem 20. století docházelo k elektrifikaci a vývoji nových 
zaĜízení. Lidská práce byla nahrazena prací motoru a ženy si 
mohly koneþnČ oddychnout.  
V 50. letech 20. století docházelo k 
sluþování jednotlivých zaĜízení do jednoho 
celku. V tČchto letech zaþaly vznikat praþky, jak 
je známe dnes. Od této doby došlo k mnoha 
technickým vylepšením poþínaje použitím 
dvourychlostních elektromotorĤ až po zavedení 
Ĝídící jednotky sledující celý prĤbČh praní a 
zajištČní pĜípadného upravení pracího procesu. 
Dnes lze také najít praþky rozliþných velikostí, 
jejíž kapacita mĤže být až 120kg prádla. 
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2. Popis mechanismu 
PĜedmČtem analýzy je prĤmyslová praþka Primus FS115 jejíž kapacita je 115kg 
zneþištČného prádla. Zkoumaná þást praþky se skládá z nČkolika dílþích komponentĤ, 
které jsou podrobnČji popsány níže. Pro lepší orientaci v modelu jsou jednotlivé 








Obr. 2.1 – sestava praþky 
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Horní rám 
Horní rám je nosná þást zkoumaného celku, 
k nČmuž jsou pĜipojeny ostatní komponenty. 
PĜední þást tvoĜí hrubá deska, která je ve finále 
osazena ovládacím panelem a zavíracím víkem 
bubnu. Na opaþné stranČ se nacházejí dvČ desky, 
sloužící pro uložení sestavy hĜídele s ložisky. 
Horní rám je za pomocí þtyĜ vzduchových mČchĤ 
(pružin) a šesti tlumiþĤ pĜipojen ke stĜednímu rámu 
praþky, ten ale není souþástí dynamické analýzy. 
VnČjší buben 
Buben je zavČšen pomocí þtyĜ patek k hornímu 
rámu. Celý obvod bubnu je vyztužen dvČma 
obruþemi, k nimž jsou patky pĜivaĜeny. VnČjší buben 
zabezpeþuje oddČlení prostoru, který je zaplnČn 
vodou od zbytku praþky, na spodní þásti je 
pĜipevnČna vana, jejímž úkolem je sbČr a odvod 
vody. K vnČjšímu bubnu je také pĜipojena soustava 
potrubí, jejím úkolem je doprava vody do pracího 
procesu. Potrubní soustava ovšem není pro analýzu 
dĤležitá, proto nebude ve výpoþtech zohlednČna.   
VnitĜní buben 
VnitĜní buben je þást, která je zatížená 
zneþištČným prádlem a probíhá v ní samotný 
proces praní. Je tvoĜen nábojem, k nČmuž jsou 
pĜivaĜena pĜíþná žebra pro zvýšení tuhosti zadní 
desky. PlášĢ vnitĜního bubnu je tvoĜen nČkolika 
segmenty, ty jsou spojeny pomocí obruþe a 
podélných žeber, které pĜispívají ke zvýšení tuhosti 
bubnu. Podélné žebra plní nejen funkci výztuhy, ale 
také slouží jako pĜekážky, þímž pĜispívají k lepšímu 
promíchání prádla pĜi pracím procesu.  
  
Obr. 2.2 – horní rám 
Obr. 2.3 – vnČjší buben 
Obr. 2.4 – vnitĜní buben 
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Sestava hĜídele 
HĜídel je uložena letmo se dvČma 
pĜevislými konci. Na jedné stranČ se nachází 
Ĝemenice, která za pomoci Ĝemenu pĜenáší 
krouticí moment od motoru na hĜídel, na 
stranČ druhé je pĜipevnČn vnitĜní buben. 
Spojení bubnu s hĜídelí je realizováno stykem 
dvou kuželových ploch pojištČných pĜíložkou. 
HĜídel je uložena na dvou váleþkových 
ložiscích umožĖující rotaci v axiálním smČru. 
 
3. Matematický popis dynamické úlohy 
Pro Ĝešení úlohy bude použita metoda koneþných prvkĤ. V literatuĜe je princip metody 
popsán takto: „MKP pĜevádí Ĝešení spojitých konstrukcí a konstrukþních systému na 
Ĝešení soustav s koneþným poþtem stupĖĤ volnosti“.[1] Po rozložení jednotlivých þástí 
praþky na koneþné prvky (elementy), budou pro tyto elementy sestaveny pohybové 
rovnice. VyĜešením tČchto rovnic dostaneme dynamické vlastnosti soustavy.  
Náplní této práce je modální a harmonická analýza, jejíž podstata a postup výpoþtu je 
popsán níže. 
 
3.1. Modální analýza 
Úkolem modální analýzy je zjištČní vlastních frekvencí a vlastních tvarĤ. Tyto veliþiny 
popisují dynamické vlastnosti soustavy, které nejsou závislé na buzení. Znalost tČchto 
veliþin je velmi pĜínosná ba dokonce i nezbytná, chceme-li navrhovat bezproblémové a 
spolehlivČ pracující stroje þi bezpeþné konstrukce. 
Modální analýza neboli vlastní kmitání není, jak již bylo uvedeno závislé na buzení a 
lze ho rozdČlit na dvČ skupiny: 
x Vlastní tlumené kmitání 
x Vlastní netlumené kmitání 
Obr. 2.5 – sestava hĜídele 
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V následujícím výkladu se budeme zabývat pouze vlastním netlumeným kmitáním, 
které je popsáno homogenní diferenciální rovnicí ve tvaru 
0  qKqM              (3.1) 
Kde M je matice hmotnosti a K je matice tuhosti. ěešením rovnice (3.1) je 
   M: tutq sin      (3.2) 
a následnČ vyjádĜíme jeho druhou derivaci podle þasu 
    2sin :: Mtutq       (3.3) 
Dosadíme-li tyto rovnice do (3.1) a upravíme, dostaneme základní rovnici pro Ĝešení 
vlastního netlumeného kmitání 
  02  : uMK      (3.4) 
Vektor u je zatím neznámý vektor a ȍ zatím neznámé þíslo. Rovnice pĜedstavuje 
z matematického hlediska tzv. zobecnČný problém vlastních þísel. Další postup výpoþtu je 
závislý na použité metodČ Ĝešení pro nalezení vlastních þísel a vektorĤ. Metod je 
nepĜeberné množství a popis jednotlivých metod jednotlivých není pĜedmČtem této práce, 
ale uvedeme alespoĖ názvy nČkterých: 
x Rayleighova – Ritzova metoda 
x Metoda inverzní iterace 
x Metoda iterace podprostoru 
x Jacobiho metoda rotací  
Pro lepší názornost a pochopení principu modální analýzy je uveden vzorový pĜíklad. 
PĜíklad 
Kuliþka o hmotnosti kgm 5  má dva stupnČ 
volnosti a je uchycena na tĜech pružinách, které 
mají rozdílné tuhosti. Žlutá pružina má tuhost 
mNk /20001  , þervená mNk /35002   a modrá 
mNk /60003  . Pružiny mezi sebou svírají úhel 
120°. PĜi výpoþtu pĜedpokládejte malé deformace. 
Obr. 3.1 – mechanismus 
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V prvním kroku zavedeme souĜadný systém a silové úþinky pružin, abychom mohli 
urþit smČr pĤsobících sil, posuneme kuliþku z rovnovážné polohy libovolným smČrem. 
Pružiny vytvoĜí direkþní síly, jejíž smČr bude opaþný než smČr namáhání. 
Dalším krokem, bude sepsání pohybových 














Velikost direkþní sily je dána tuhostí a 
deformací (prodloužením) pružiny. Tato 
závislost je dána lineární rovnicí: 
   iiDi lkF '    (3.6) 














    (3.7) 
VyjádĜené prodloužení (3.7) dosadíme do vztahu (3.6) a velikosti direkþních sil do 
(3.5). Zrychlení lze také zapsat ve tvaru druhé derivace souĜadnice podle þasu. Po 
jednoduché matematické úpravČ dostaneme rovnice ve tvaru     
   





















Výrazy v závorkách lze nahradit substitucí kij kde i odpovídá þíslu rovnice a j souĜadnici. 











    (3.8) 
Soustavu rovnic lze také zapsat tak v maticovém tvaru, který je shodný s výrazem (3.1) 







Obr. 3.2 – schéma pĤsobení sil 
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Provedeme-li matematické úpravy, získáme rovnici, která je základní rovnici pro 
Ĝešení vlastního netlumeného kmitání (3.4). NáslednČ tato rovnice pĜedstavuje soustavu 
lineárních rovnic pro neznámé amplitudy ui. Abychom dostali netriviální Ĝešení, kdy 
alespoĖ jedna amplituda vektoru uT = [u1,u2,..]  0 musí být determinant soustavy 
  0det 2  :MK     (3.9) 
Tento determinant nazýváme frekvenþním determinantem a po jeho rozvinutí a 
následné úpravČ dostáváme frekvenþní rovnici 
  021122211211224  :: kkkkmkkm   (3.10) 
Lze si povšimnout, že tato rovnice je bikvadratická a zavedeme-li substituci ve tvaru  
2: O      (3.11) 
kterou dosadíme do výrazu (3.10), výsledkem bude kvadratická rovnice  
  02122211112222   kkkmkkm OO   (3.12) 
Po vyĜeþení kvadratické rovnice dostaneme dva koĜeny, jež po upravení substituce 
(3.11) a pĜihlédneme-li k tomu, že frekvence musí být nezáporná, dostaneme dvČ hodnoty 





















   (3.13)  
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Nyní, pĜi znalosti velikosti vlastních kruhových frekvencích mĤžeme napsat tzv. 













V     (3.14) 









První Ĝádek modální matice pĜísluší ose x, druhý ose y. Sloupce modální matice 
udávají tzv. vlastní vektory neboli vlastní tvary. Pro ucelenČjší pĜedstavu jak bude 
soustava kmitat, provedeme tzv. normování na jedniþku. Což znamená, že každý vlastní 







Normováním jsme dostali ucelenČjší pĜedstavu, jak daná soustava kmitá. Vychýlí-li se 
kuliþka pĜi prvním vlastním tvaru napĜ. 1mm doprava po ose x, dojde také k posunutí o 
0,192mm po ose y, ovšem v záporném smČru. 
Pro ovČĜení výsledkĤ jsem tento pĜíklad zpracoval také metodou koneþných prvkĤ 
v programu ANSYS. Vlastní frekvence vypoþtené ANSYSem byly srovnány s ruþním 
výpoþtem. Hodnoty vlastních frekvencí byly shodné. V ANSYSu lze také provést animace 
vlastních tvarĤ, ty jsou souþásti pĜílohy a jsou oznaþeny: 
x pro první vlastní tvar: pr_modal01.avi 
x pro druhý vlastní tvar: pr_modal02.avi 
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3.2. Harmonická analýza 
Cílem harmonické analýzy je zjistit odezvu soustavy, na kterou bude pĤsobit síla, 
která je známou funkcí þasu. Takovéto síly jsou u kmitavých pohybĤ nazývány jako síly 
budící. DĤležité je také vyšetĜení, zda v soustavČ nedochází k rezonanci. Rezonance 
nastává, je-li kruhová frekvence budící síly shodná s vlastní kruhovou frekvencí soustavy. 
Dojde-li k rezonanci, amplituda kmitání prudce naroste, což muže mít pro soustavu 
katastrofální následky.  
Vynucené harmonické kmitání bez tlumení je popsáno homogenní diferenciální 
rovnicí ve tvaru 
fqKqM          (3.15) 
Kde M je matice hmotnosti, K je matice tuhosti a f  je sloupcová matice pĤsobících 
sil. Uvažujeme-li ustálené kmitání a síly se spoleþnou fázi, tak Ĝešením rovnice (3.15) je 
  tutq Zsin      (3.16) 
a následnČ vyjádĜíme jeho druhou derivaci. 
  tutq ZZ sin2          (3.17) 
V pĜípadČ, že by síly nebyly ve fázi, mČlo by Ĝešení tvar 
  tBtAtC ZZMZ sincossin 0      (3.18) 
kde vztah mezi koeficienty A, B a C, 0M  je 
B
Aarctan0  M      (3.19) 
22 BAC       (3.20) 
Pro další Ĝešení je tĜeba sestavit tzv. matici dynamické tuhosti, kterou získáme 




























Z    (3.21) 
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Kde první matice, je námi hledaná matice dynamické tuhosti, druhá matice je 
sloupcová matice amplitud a na pravé stranČ se nachází sloupcová matice sil. VyĜešením 
této soustavy rovnic dostaneme hodnoty amplitud ve smČrech jednotlivých stupĖĤ 
volnosti.  
Postup výpoþtu lze demonstrovat na jednoduchém pĜíkladČ. 
PĜíklad 
Použijeme stejné zadání jako 
v kapitole 3.1, ovšem s tím rozdílem, že na 
kuliþku bude pĤsobit harmonická síla 
Fa = 200N, která bude mít harmonický prĤbČh 
s frekvencí f = 10Hz. SmČr pĤsobení síly je 
shodný s osou x. 
 













  (3.22) 
NáslednČ vyjádĜíme direkþní síly dosazením (3.7) a (3.6) do rovnice (3.22), 











   (3.23) 
Výsledkem je témČĜ stejná soustava rovnic jako (3.7) ovšem s tím rozdílem, že je 
pravé stranČ zahrnuto pĤsobení síly F s harmonickým prĤbČhem. Zapíšeme-li soustavu 


























  (3.24) 
Abychom mohli urþit amplitudy je nutno dopoþítat kruhovou frekvenci budící síly Z  a 
to ze vztahu 







Obr. 3.3 – schéma pĤsobení sil 
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     (3.26) 















    (3.27) 
Chceme-li znát amplitudy kuliþky v jednotlivých souĜadnicích, musíme sestavit tzv. 
matici dynamické tuhosti, kterou dostaneme, dosadíme-li (3.27) a (3.26) do (3.25), 
















Jelikož se v rovnicích u všech þlenĤ vyskytuje výraz tZsin , lze ho vypustit, následnČ 
vytkneme amplitudy a dostaneme soustavu rovnic o dvou neznámých. ěešením této 
















    (3.29) 
Je nutno podotknout že výsledné hodnoty vyjdou v metrech a pro lepší pĜedstavu 










Tuto úlohu jsem také vypracoval v programu ANSYS, výsledky se shodovaly 
s analytickým Ĝešením. Souþástí pĜílohy je také animace, která znázorĖuje prĤbČh 
kmitání. Animace je oznaþena: pr_harmonic.avi 
4. Model pro metodu koneþných prvkĤ 
Jak již bylo v pĜedchozí kapitole uvedeno, úlohu budeme Ĝešit pomocí metody 





StruþnČ si popíšeme jeho vytvoĜení. Geometrický model je zjednodušen pouze na 
souþásti, které jsou pro výpoþet dĤležité a následnČ je na nČ „natáhnuta“ jakási síĢ, ta 
každou souþást rozdČlí na koneþný poþet prvkĤ a jak již bylo zmínČno, pro každý prvek 
bude samostatnČ sestavena pohybová rovnice, z níž dostaneme výsledné Ĝešení. 
Úloha bude Ĝešena za pomocí výpoþetního softwaru ANSYS 12 a to zejména 
v klasickém prostĜedí APDL nechvalnČ pĜezdívané „þerné okno“. 
Pro vytvoĜení koneþnoprvkového modelu bylo použito nČkolik druhĤ prvkĤ, které se 
liší jak velikostí a tvarem ale hlavnČ oblastí jejich použitelnosti. Abychom mohli u plechĤ a 
všech tenkostČnných souþástí dostat relevantní výsledky, je zapotĜebí aby na pokrytí 
tloušĢky souþásti byly použity alespoĖ tĜi objemové prvky, což má za následek velký poþet 
elementĤ a výpoþet se stává þasovČ velmi nároþný. Pro takovéto souþásti byl vymyšlen 
tzv. skoĜepinový prvek (shell), jenž je plochý, þtyĜuzlový a jeho hlavním parametrem je 
tloušĢka. PĜi použití v praxi již není tĜeba používat na zohlednČní tloušĢky tĜi objemové 
prvky ale pouze jeden skoĜepinový, jemuž definujeme požadovanou tloušĢku. Z výkresové 
dokumentace je známa hmotnost a poloha motoru, protože tato hmotnost je 
nezanedbatelná, byla v modelu také zohlednČna. Hmotnost motoru byla soustĜedČna do 
jednoho elementu (mass) umístČného na základČ výkresové dokumentace. 
  
  
Obr. 4.1 – diskretizace horního rámu 
Obr. 4.2 – diskretizace vnČjšího bubnu 
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Model ovšem obsahuje souþásti, kde se použitím objemovým (solid) prvkĤm 
nevyhneme a to pĜi modelování hĜídele a náboje vnitĜního bubnu. 
  
Pro pružné uložení praþky jsou použity dva typy prvku. Vzduchové mČchy (pružiny) 
které mají zadanou jak svislou tuhost 100.7kN/m tak i vodorovnou 22kN/m. Proto byl zde 
použit nosníkový (beam) prvek, jehož prĤĜezová plocha a moment setrvaþnosti byl 
napoþítán tak, aby odpovídal zadaným tuhostem. Tlumiþe s koeficientem tlumení 
4200N·m·s-1 byly nahrazeny jednorozmČrným prvkem typu link, jehož hlavní vlastností je 
právČ tlumení. 
  
Obr. 4.3 – diskretizace vnitĜního bubnu 
Obr. 4.4 – diskretizace sestavy hĜídele 
Obr. 4.5 – diskretizovaná sestava praþky 
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5. Modální analýza 
V kap. 3.1 bylo zmínČno, že úkolem modální analýzy je nalezení vlastních frekvencí a 
tvarĤ popisující dynamické chování soustavy, jež není závislá na buzení. Analýza byla 
provedena na netlumené soustavČ pouze pro prvních 9 vlastních frekvencí a vlastních 
tvarĤ. Prvním šesti vlastním tvarĤ pĜísluší šest relativnČ nízkých frekvencí, což potvrzuje 
pružné uložení soustavy. Následující tĜi vlastní tvary mají výraznČ vyšší frekvence. 
PĜehled hodnot vlastních frekvencí s oznaþením názvu animace nalezneme v tab. 5.1  
 Frekvence [Hz] Animace 
1. 1,11 modal_01.avi 
2. 1,21 modal_02.avi 
3. 1,45 modal_03.avi 
4. 2,31 modal_04.avi 
5. 2,37 modal_05.avi 
6. 3,47 modal_06.avi 
7. 21,45 modal_07.avi 
8. 27,73 modal_08.avi 
9. 30,50 modal_09.avi 
Tab. 5.1 pĜehled vlastních frekvencí 
 
Zobrazení první šesti vlastních tvarĤ je dvojího druhu. První zobrazuje posunutou 
soustavu spolu s obrysy pĤvodního umístČní, velikost posunutí je však v mČĜítku. Jsou 
zde také barevnČ rozlišeny jednotlivé tloušĢky plechĤ, které jsou použity na skuteþné 
konstrukci praþky. V druhém typu zobrazení, je soustava v pĤvodní poloze, kde smČr a 
velikost posunutí jednotlivých elementĤ je realizováno vektory. Vlastní tvary zobrazují, jak 
soustava kmitá pĜi urþité (vlastní) frekvenci. 
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1. vlastní tvar – vlastní frekvence 1,11Hz  
Dominantní pohyb soustavy je ve smČru osy otáþení (osa z), zadní þást ovšem také 
kmitá ve smČru kolmém na tuto osu (osa y) þímž dochází k jemnému natáþení soustavy 
 
Obr. 5.1 – 1. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr. 5.2 – 1. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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2. vlastní tvar – vlastní frekvence 1,21Hz 
Soustava kmitá ve vodorovném smČru (osa x), ale dochází také k mírnému natáþení 
ve smČru hodinových ruþiþek 
 
Obr. 5.3 – 2. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr. 5.4 – 2. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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3. vlastní tvar - vlastní frekvence 1,45Hz 
U soustavy dochází primárnČ ke svislému kmitání (osa y), které je ovšem ovlivnČno 
také kmitnám podélným. 
 
Obr. 5.5 – 3. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr. 5.6 – 3. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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4. vlastní tvar – vlastní frekvence 2,31Hz 
U þtvrtého vlastního tvaru dochází ke kmitání okolo osy x 
 
Obr. 5.7 – 4. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr 5.8 – 4. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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5. vlastní tvar – vlastní frekvence 2,37Hz 
Kmitání kolem svislé osy (osa y) 
 
Obr. 5.9 – 5. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr. 5.10 – 5. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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6. vlastní tvar – vlastní frekvence 3,47Hz 
Natáþení celé soustavy okolo osy rotace hĜídele a vnitĜního bubnu (osa z) 
 
Obr 5.11 – 6. vlastní tvar, zobrazení posunutí 
 
 
Obr 5.12 – 6. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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Z vizualizací prvních šesti vlastních tvarĤ si lze povšimnout, že jednotlivé vlastní tvary 
odpovídají jednotlivým stupĖĤm volnosti celé soustavy – posuv ve tĜech smČrech a rotace 
kolem tĜí os. Následující tĜi vlastní tvary, však pĜísluší deformacím jednotlivých dílĤ nebo 
jejich kombinacím, což také reprezentují vyšší hodnoty vlastních frekvencí. 
7. vlastní tvar – vlastní frekvence 21,45Hz 
Membránové kmitání zadní desky vnČjšího bubnu 
 
Obr. 5.13 – 7. vlastní tvar, vektorové zobrazení  
8. vlastní tvar – vlastní frekvence 27,73Hz 
 Membránové kmitání zadní desky vnČjšího bubnu v protifází s þelní deskou  
 
Obr. 5.14 – 8. vlastní tvar, vektorové zobrazení 
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9. vlastní tvar – vlastní frekvence 30,50Hz 
Kmitání þelní desky spolu s ní svisle kmitá vnitĜní buben 
 
Obr 5.15 – 9. vlastní tvar, vektorové zobrazení  
Nejlepší zobrazení vlastních tvarĤ však podávají animace. Názvy animací lze najít 
v tabulce vlastních frekvencí. Animace jsou souþástí pĜílohy.  
Je nutno podotknout že soustava nemá pouze devČt vlastních tvarĤ ale mnohem více, 
zobrazující deformace jednotlivých þástí a jejich kombinace. PĜi narĤstajícím poþtu 
vlastních tvarĤ ovšem dochází k nepĜesnosti týkající se velikostí vlastních frekvencí, ty 
obecnČ bývají menší než hodnoty vypoþtené a lze je brát pouze jako orientaþní. 
 
6. Harmonická analýza 
V pĜedchozím výkladu bylo Ĝeþeno, že úþel harmonické analýzy spoþívá v zjištČní 
odezvy soustavy na buzení. V našem pĜípadČ se jedná o vyĜešení soustavy algebraických 
rovnic v komplexním oboru, kde výsledky budou uvádČny oddČlenČ jak pro reálnou 
složku, tak i pro složku imaginární. 
Celý harmonický prĤbČh lze potom vyjádĜit rovnicí 
 tu = reálná·  tZsin  + imaginární·  tZcos    (6.1) 
Velikost amplitudy, lze ji vypoþítat dle vztahu 












Pro provedení harmonické analýzy bylo zadáno buzení odstĜedivou silou, která je 
dána vztahem 
 22 femFod  S      (6.3) 
OdstĜedivá síla je generována závažím umístČným na stČnČ a po celé délce vnitĜního 
bubnu, jehož tČžištČ bylo od osy otáþení vzdáleno me 597,0 . Pro analýzu byly 
definovány dvČ hmotnosti zkušebního závaží pĜi stejných otáþkách. 
x Závaží 11,5kg odpovídající 10% užiteþné hmotnosti pĜi n = 140 ot/min 
x Zaváží 23kg odpovídající 20% užiteþné hmotnosti pĜi n = 140 ot/min 
Po pĜepoþtu hmotnosti závaží na odstĜedivou sílu jsme dostali hodnoty 
x NFod 14771   - 10% užiteþné hmotnosti 
x NFod 29542   - 20% užiteþné hmotnosti 
Závaží rotuje spoleþnČ s vnitĜním bubnem úhlovou 
rychlostí srad /66,14 Z  a frekvencí Hzf 33,2 . 
Jednotlivé složky síly (vodorovná a svislá) jsou mezi 
sebou fázovČ posunuty o 90°. PĜi zadávání síly je nutné 
toto zohlednit. Proto bude vodorovná síla zadána jako 
reálná a imaginární bude nulová a síla svislá jako 
imaginární a reálná bude rovna nule. Z tČchto dvou 
jednotlivých složek síly, bude následnČ složena celková 
odstĜedivá síla v závislosti na þasovém prĤbČhu.  
V soustavČ hraje významnou roli tlumení, jež je zpĤsobováno nejen šesti tlumiþi, ale 
také tlumením tzv. proporciálním, které má speciální matici útlumu ve tvaru 
KMB  ED      (6.4) 
Výraz MD zohledĖuje vnČjší tlumení, výraz KE  naopak tlumení vnitĜní neboli 
materiálové. Žádné vnČjší tlumení na soustavu nepĤsobí, þili koeficient 0 D . Koeficient  
E  lze vypoþíst pomocí rovnice 




[E                        (6.5) 
Kde [  je tzv. pomČrný útlum a jeho velikost je uvádČna jako ‰3#[ , 1f  je první 
vlastní frekvence.  Výsledná hodnota koeficientu E  je 
00086,0 E  
Abychom vČdČli „jak moc“ praþka kmitá, vybereme na horním rámu þtyĜi body. Pro 
tyto body sestavíme celý þasový prĤbČh a následnČ jej vykreslíme. Užiteþná mĤže být 
také informace o zmČnČ velikosti mezery mezi vnitĜním a vnČjším bubnem. Z tohoto 
dĤvodu také vyberme dva body (na každém bubnu jeden) jejíž zmČnu polohy v þase také 
budeme zkoumat. Vybrané body a jejich lze vidČt na obr. 6.2 
 
Obr. 6.2 – vybrané body pro zkoumání 
Oznaþení jednotlivých bodĤ: 
o pb+ ........ bod nacházející se u pĜední desky a na kladné stranČ osy x 
o pb- ......... bod nacházející se u pĜední desky a na záporné stranČ osy x 
o zb+ ........ bod nacházející se v zadním rohu a na kladné stranČ osy x 
o zb- ......... bod nacházející se v zadním rohu a na záporné stranČ osy x 
o vb  ......... bod na vnČjším bubnu 











PonČvadž byly síly zadávány zvlášĢ jako reálná a imaginární složka, budou také takto 
zvlášĢ zobrazeny. Celkový prĤbČh kmitání nelze zobrazit statickým obrázkem, z tohoto 
dĤvodu byly vytvoĜeny animace, na kterých lze vidČt celkový harmonický prĤbČh kmitající 
praþky. 
Reálná složka - NFod 14771  , frekvence .33,2 Hzf   
Zadní þást praþky kmitá ve vodorovném smČru, ovšem pĜední þást kmitá ve smČru 
šikmém. 
 
Obr. 6.3 – smČr reálné složky a velikost posunutí v [mm] 
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Imaginární složka - NFod 14771  , frekvence .33,2 Hzf   
Imaginární složka kmitá kolem svislé osy (osa y)  
 
Obr. 6.4 – smČr imaginární složky a velikost posunutí v [mm] 
 
Pod obrázky 6.3 a 6.5 lze vidČt barevnou škálu oznaþující velikost posunutí v 
jednotlivých uzlech elementĤ. 
Obrázky znázorĖující velikosti a smČr posunutí reálné a imaginární složky, pro závaží 
jehož hmotnost þiní 20% užiteþné kapacity, jsou souþástí pĜílohy pod oznaþením 
harmonic2-real.bmp a harmonic2-imag.bmp. Obrázky znázorĖují stejný smČr posunutí 
ovšem velikost jeho je dvojnásobná, což také vyplývá z dvojnásobné zatČžující síly. 
Animace zobrazující jednotlivé prĤbČhy ustáleného harmonického kmitání jsou 
souþástí pĜílohy a mají oznaþení: 
x harmonic_01.avi – zobrazení pohybu pomocí vektorĤ pro závaží 11,5kg 
x harmonic_02.avi – zobrazení pohybu praþky pro závaží 11,5kg 
x harmonic_03.avi – zobrazení pohybu pomocí vektorĤ pro závaží 23kg 
x harmonic_04.avi – zobrazené pohybu praþky pro závaží 23kg 
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Vypoþtená posunutí jednotlivých bodĤ v [mm] 
 pb+ pb- zb+ zb- 
x – reálná 1,94 1.94 -2,77 -2,77 
x – imaginární  -9,11 -9,11 2,67 2,67 
x – celková  9,31 9,31 3,85 3,85 
y – reálná 8,07  3,35 1,57 -3,15 
y – imaginární  0,80 -2,05 0 -2,86 
y – celková  8,11 2,75 1,57 4,26 
z – reálná 2,28 -2,58 2,28 -2,58 
z – imaginární  -6,76 5,35 -6,75 5,35 
z – celková  7,13 5,94 7,13 5,94 
Tab 6.1 – pĜehled vypoþtených hodnot 
Z tabulky si lze povšimnout, že oba pĜední body mají totožné hodnoty posunutí 
složky x, stejná situace nastává také pro dvojici zadních bodĤ. Také na hodnoty na 
ose z, lze nalézt totožné hodnoty a to pro body pb+ a zb+. 
Ve výzkumné práci [2] byly vypoþtené hodnoty porovnávány s hodnotami 
experimentálnČ zmČĜenými, ovšem jednalo se o ponČkud odlišné konstrukþní Ĝešení. 
NicménČ je tĜeba zmínit že Ĝády mnou vypoþtených hodnot a Ĝády hodnot namČĜených se 




Obr 6.5 – Vykreslené trajektorie jednotlivých rohových bodĤ 







pb- zb- zb- 
zb+ zb+ 
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     Obr. 6.6 – zmČna velikosti mezery 
Na obr. 6.5 jsou vykresleny trajektorie jednotlivých rohových bodĤ. Pro tyto body, byl 
jednotlivČ spoþítán celý harmonický prĤbČh a následnČ vynesen do kartézského 
souĜadného systému.   
PĜi analýze byly také zvoleny dva body, 
díky nimž jsme mohli sledovat zmČnu velikosti 
mezery mezi vnitĜním (pracím) a vnČjším 
bubnem. Velikost mezery je 43mm. Pro tyto 
body byl stejnČ, jako pro body rohové sestaven 
celý harmonický prĤbČh. Abychom však dostali 
pouze mČnící se velikost mezery, bylo nutné 
jednotlivé harmonické prĤbČhy od sebe 
odeþíst. Z obr. 6.6 lze vyþíst, že maximální 
výchylka ve smČru osy x je asi 2,3mm a 
výchylka na osy y je pĜibližnČ 0,18mm. 
Uvážíme-li velikosti vypoþtených hodnot, lze konstatovat, že mezera mezi bubny se mČní 
jen nepatrnČ a není tĜeba jí vČnovat další pozornost. 
6.2. Amplitudová charakteristika 
V kapitole 3.2 byla zmínČna rezonance a nutnost vyšetĜení zdali se soustava 
v rezonanci nachází. Proto sestavíme tzv. amplitudovou charakteristiku, která zobrazuje 
velikost amplitudy, jež je závislá na budící frekvenci. 
Provedeme Ĝadu výpoþtĤ, pĜi níž se bude mČnit velikost budící frekvence. Zvolené 
rozmezí zohledĖuje celé spektrum otáþek, vyskytující se v prĤbČhu pracího cyklu. V 
každém kroku výpoþtu bude pĜepoþtena velikost odstĜedivé síly dle rovnice 6.3, kde 
promČnnou hodnotou bude budící frekvence. 
Rozmezí otáþek n je stanoveno na 0 – 720ot/min, což odpovídá frekvenci 
Hzf 120 , hmotnost zatČžujícího závaží je 11,5kg. Výpoþet je rozdČlen na 120 krokĤ, 
pĜi výpoþtu každého kroku se frekvence se zvýší o 0,1Hz. 
Výstupem z tČchto výpoþtĤ bude požadovaná amplitudová charakteristika pro již 





Posunutí rohových bodĤ ve smČru osy x 
 
Obr. 6.7 – prĤbČh posunutí ve smČru x 
V prĤbČhu jednotlivých amplitud na obr. 6.7 lze vypozorovat nČkolik špiþek. Ty jsou 
zpĤsobeny právČ rezonancí kde je budící frekvence rovna nebo velmi blízko vlastní 
frekvenci nČkterého z šesti vlastních tvarĤ, jež byly zjištČny pĜi modální analýze. 
Z obrázku také zjevné, že jednotlivé páry bodĤ (pĜední a zadní), mají stejné amplitudy. 
Stejný jev jsme mohli pozorovat už v tab. 6.1 
Lokální maxima 
 zb+, zb- 1,2Hz – 11,44mm, rezonance s 2. vlastní frekvencí – 1,21Hz 
   2,2Hz – 3,91mm, rezonance se 4. vlastní frekvencí – 2,31Hz
 pb+, pb- 1,2Hz – 7,15mm, rezonance s 2. vlastní frekvencí – 1,21Hz 










Posunutí rohových bodĤ ve smČru osy y 
 
Obr. 6.8 – prĤbČh posunutí ve smČru y 
Ovšem ve smČru osy y je situace jiná, každý rohový bod má jiné hodnoty amplitud. 
Na obr 6.8 lze také pozorovat mnoho špiþek, jež jsou zpĤsobeny rezonancí s jednotlivými 
vlastními tvary. Uvedené hodnoty jsou pouze jen pro ty nejvČtší. 
Lokální maxima 
 zb+  3,3Hz – 7,31mm, rezonance s 6. vlastní frekvencí – 3,47Hz
 zb-  3,3Hz – 5,88mm, rezonance s 6. vlastní frekvencí – 3,47Hz
 pb+  3,2Hz – 11,99mm, rezonance s 6. vlastní frekvencí – 3,47Hz 













Posunutí rohových bodĤ ve smČru osy z 
 
Obr. 6.9 – prĤbČh posunutí ve smČru z 
V amplitudách na ose z, lze opČt pozorovat kmitající páry bodĤ. Na rozdíl od minulého 
pĜípadu se nyní nejedná o páry pĜední a zadní nýbrž o páry bodĤ ležících na jednotlivých 
stranách roviny y-z. Tento jev lze také pozorovat v tab. 6.1  
Lokální maxima 
zb-, pb- 1,2Hz – 1,39mm, rezonance s 2. vlastní frekvencí – 1,21Hz 
   2,5Hz – 6,25mm, rezonance s 5. vlastní frekvencí – 2,37Hz
 zb+, pb+ 1,4Hz – 6,44mm, rezonance s 3. vlastní frekvencí – 1,45Hz 










7. Vyhodnocení a závČr  
PĜedmČtem bakaláĜské práce bylo provést modální a harmonickou analýzu 
prĤmyslové praþky FS115 jejíž kapacita je 115kg prádla. V úvodu byla krátce popsána 
historie praþky a její postupný vývoj. Následující kapitola se zabývala popisem 
mechanismu zkoumané praþky, kde byla popsána konstrukce a funkce jednotlivých þástí.  
V tĜetí kapitole byl rozebrán matematický popis dané problematiky, teorie byla 
rozdČlena na dvČ þásti. První se zabývala modální analýzou, druhá analýzou 
harmonickou. V každé þásti byla popsána teorie potĜebná k pochopení problému a její 
aplikace na jednoduchý pĜíklad. Výstupem z výpoþtu jednoduchého pĜíkladu byly pro 
modální analýzu vlastní frekvence a vlastní tvary u harmonické analýzy jsme zjistili 
hodnoty amplitud v jednotlivých smČrech. PĜíklad byl také modelován v programu ANSYS 
díky nČmuž bylo možno vlastní tvary a harmonický prĤbČh animovat. Animace jsou 
souþástí pĜílohy. 
 Kapitola þtvrtá zjednodušenČ popisuje princip metody koneþných prvkĤ, jaké typy 
prvkĤ byly použity a jak vypadá výsledný konenþoprvkový model nutný pro následné 
výpoþty. Model byl vytvoĜen v programu ANSYS. Na celý model prĤmyslové praþky bylo 
použito 15 056 elementĤ a 16130 uzlĤ. 
Obsahem páté kapitoly byla modální analýza, jejíž princip spoþíval v nalezení 
vlastních frekvencí a vlastních tvarĤ zkoumané soustavy. Analýza byla provedena pouze 
pro netlumenou soustavu. Jednotlivé vlastní tvary byly zobrazeny a také slovnČ popsány. 
Animace zobrazující prĤbČh kmitání jednotlivých vlastních tvarĤ lze nalézt v pĜíloze. 
Šestá kapitola se zabývá harmonickou analýzou praþky. Ta byla provedena pro dva 
druhy zatížení, závaží mČlo hmotnost odpovídající 10% a 20% užitné kapacity praþky. Na 
praþce bylo také vybráno šest bodĤ, které byly sledovány. Jejich pojmenování a umístČní 
lze nalézt na obr. 6.2. Po výpoþtu byl pro tyto body sestaven celý harmonický prĤbČh, 
který byl následnČ vykreslen. ýtyĜi body byly použity pro sledování trajektorie kmitání 
jednotlivých rohových bodĤ, které lze nalézt na obr. 6.5. Na zbývajících dvou bodech byla 
sledována zmČna mezery mezi vnitĜním a vnČjším bubnem. Na základČ obr. 6.6 lze 
konstatovat, že dochází jen k velmi malému zmenšení mezery mezi tČmito bubny 
vzhledem k pĤvodnímu rozmČru. ZávČrem byla provedena amplitudová charakteristika, 
která pokrývá celé spektrum frekvencí, jež odpovídají všem otáþkám vyskytující se 
v prĤbČhu praní. Charakteristika byla sestavena jednotlivČ pro všechny tĜi smČry posunutí 
ve smČru os x, y, z. U jednotlivých charakteristik lze také nalézt struþná popis a 
maximální hodnoty, k nimž dochází díky rezonanci s vlastními tvary. Pro výpoþet 
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amplitudových charakteristik bylo potĜeba pro program ANSYS vytvoĜit makro, jež 
zajišĢovalo zmČnu frekvence a následné pĜepoþtení odstĜedivé síly. Výpis makra lze 
nalézt v pĜíloze.  
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ANTYPE,harmonic    ! nastaveni nove analyzy 
HROPT,FULL   
 
*DO,i,0,120    ! zacatek cyklu 
otacky=6*i     ! otacky  za minutu  
*SET,omega,3.1416*otacky/30  ! uhlova rychlost    
*SET,Fod,11.5*0.597*omega**2 ! odstrediva sila    
FDELE,all,all    ! smazani všech sil 
 
CMSEL,S,NSILA    ! vyber uzlu pro aplikaci sily 
F,all,FX,Fod/2250,0   ! aplikace realne slozky sily 
F,all,FY,0,Fod/2250   ! aplikace imaginarni slozky sily 
allsel 
 
HARFRQ,0,otacky/60   ! nastaveni budici frekvence 
NSUBST,1 
KBC,1 
ALPHAD,0,    
BETAD,0.00086,    ! nastaveni proporcionalniho    
tlumeni 
SOLVE        ! spusteni resice 





2. Elektronický nosiþ DVD 
x Text bakaláĜské práce 
x Animace : 
o pr_modal01.avi – první vlastní tvar vzorového pĜíkladu 
o pr_modal02.avi – druhý vlastní tvar vzorového pĜíkladu 
o pr_harmonic01.avi – harmonický prĤbČh vzorového pĜíkladu 
o modal_01.avi – první vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_02.avi – druhý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_03.avi – tĜetí vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_04.avi – þtvrtý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_05.avi – pátý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_06.avi – šestý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_07.avi – sedmý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_08.avi – osmý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o modal_09.avi – devátý vlastní tvar prĤmyslové praþky 
o harmonic_01.avi – vektorové zobrazení harmonického 
prĤbČhu pro zaváží 11,5kg 
o harmonic_01.avi – zobrazení pĜemístČní jednotlivých 
elementĤ harmonického prĤbČhu pro zaváží 11,5kg 
o harmonic_02.avi – vektorové zobrazení harmonického 
prĤbČhu pro zaváží 23kg 
o harmonic_02.avi – zobrazení pĜemístČní jednotlivých 
elementĤ harmonického prĤbČhu pro zaváží 23kg 
x Obrázky: 
o Harmonic2-real.bmp – zobrazení reálné složky síly pro 
závaží 23kg 
o Harmonic2-imag.bmp – zobrazení imaginární složky síly pro 
závaží 23kg 
x vypocet.txt - ANSYS makro pro výpoþet amplitudové charakteristiky 
 
 
